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Subiectul I

Fie funcţia f : (0,∞) → R, f(x) =
sin x

x
.

a) Demonstraţi că f este indefinit derivabilă şi

f (n)(x) =
1

xn+1

∫ x

0

tn cos
(
t +

nπ

2

)
dt, ∀n ∈ N∗, ∀x > 0.

b) Demonstraţi că |fn(x)| ≤ 1

n + 1
, ∀n ∈ N∗, ∀x > 0.

Subiectul II (Gazeta Matematică)
Fie f : [0, 1] → R o funcţie continuă şi, pentru n ∈ N∗, funcţiile

gn : [0, 1] → R, gn(x) =

∫ 1

0

min{x, tn}f(t) dt.

a) Arătaţi că funcţia g1 este de două ori derivabilă pe intervalul [0, 1] şi
g′′1(x) = −f(x), ∀x ∈ [0, 1].

b) Daţi exemplu de funcţie f pentru care g2 nu este de două ori derivabilă
ı̂n 0.

c) Calculaţi lim
n→∞

gn(x), unde x ∈ [0, 1].

Subiectul III
Fie (G, ·) un grup finit cu proprietatea: mulţimea ordinelor elementelor

sale este formată din n numere consecutive, unde n ∈ N, n ≥ 2.
a) Arătaţi că grupul este comutativ dacă şi numai dacă n = 2.
b) Arătaţi că dacă n ≥ 3 atunci singurul element a ∈ G care ı̂ndeplineşte

condiţia: ax = xa, ∀x ∈ G este elementul neutru.

Subiectul IV
Fie n ∈ N, n ≥ 6 şi (A, +, ·) un inel comutativ cu n elemente, care nu

este corp.
a) Demonstraţi că funcţia u : A → A, u(x) = 0 pentru x 6= 0 şi u(0) = 1

nu este polinomială.
b) Demonstraţi că numărul P al funcţiilor polinomiale f : A → A verifică

relaţia
n2 ≤ P ≤ nn−1.

Fiecare subiect se notează de la 1 la 10. Timp de lucru: 3 ore


